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Abstract 

 
A meshless local Petrov-Galerkin method(MLPG) for the analysis of the thermal elastic-plastic problem is presented in this 

paper. The advantages of meshless method are that no element connectivity and no remeshing are required in pre and post 
processing. The MLPG method uses the moving least squares (MLS) to approximate the field functions and the Heaviside step 
function as the test function of the weighted residual method in each sub-domain. The advantage of this method is to avoid the need 
for a domain integral and only needs to integrate the local boundary, if body force is ignored. In the formulation of plasticity theory, 
flow theory is adopted. It is suitable to solve problems under complex loading conditions involving unloading. As a numerical 
example, the present method is applied to simulate the bead on plate welding in order to consider the influence of specific 
parameters related to MLPG parameters. The results with those parameters show that the welding deformations and the residual 
stress distributions along welding line have a good agreement with those of FEM. These observations show that the proposed 
method is valid and useful for the solution of the welding problem. 

 
 

1. 緒  言 
現在，数値計算による構造解析手法として，最も発展

し，用いられている解析手法に有限要素法(Finite Element 
Method 以下 FEM)がある．FEM を用いて解析を行う場合，

解析対象を要素に分割する必要があるが，解析対象の形

状および力学現象等により，最適な要素分割は異なり，

経験に依存するところが大きい． 
そこで，本研究ではメッシュレス法のひとつである

MLPG(Meshless Local Petrove-Galerkin)法を用いた構造解

析手法に注目した．MLPG 法では解析に要素分割を全く

使用せず，要素・節点間におけるコネクティビィティ情

報が不要となるため，プリプロセッシング時間の大幅な

縮小が期待できる．さらに，再解析のために要素再分割

を行う必要がないということも利点として挙げられる．

これまでに，MLPG 法を用いた，構造解析では，大変形

解析 1)，熱弾性解析 2)，弾塑性解析 3)などが実施されてい

る．本研究では，新たに MLPG 法を用いた溶接構造解析

手法を確立することを目的とし，MLPG 法による熱弾塑

性解析手法の開発を行い，本解析手法の基礎的特性を示

すために溶接継ぎ手問題に対して本手法を適用・検討し

た． 
 

2. MLPG 法による熱弾塑性解析理論 
2. 1 内挿関数の作成 
メッシュレス法では，点ごとに内挿関数を作成するの

で，注目する局所領域における点と点の間の物理量を補

間する必要がある．このとき，良く用いられる手法とし

て，移動最小二乗近似（Moving Least Square Approximation 
以下 MLS）がある．以下にその概要について示す． 

ある領域Ω 内における任意の評価点の位置ベクトルを

x ，近似関数を ( )xuh とすると次式のように表される． 

( ) ( ) ( ) ( ) Ω∈== ∑
=

xxaxpxxxu T
m

1J
JJ

h )(ap  (1) 

ここで， ( ) ( ) ( ) ( ){ }xxxxp m21
T ,,, ppp …= は基底関数であり 2

次元解析においては以下のようなものを用いる． 

( ) { }yx ,,1T =xp  1 次基底：m=3 (2) 
( ) { }xyyxyx ,,,,,1 22T =xp  2 次基底：m=6 (3) 

( )xa は未定係数ベクトルであり評価関数 

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]
2N

1I
II

T
I ˆJ ∑

=

−−= uxaxpxxxa w  (4) 

[ ]N21T ˆ,,ˆ,ˆˆ uuuu …=  (5) 

を最小化することによって決定する． Iû は座標 Ix にお

ける見かけの節点物理量， I
SΩ は各節点がもつ影響領域，

Iρ は影響領域の半径， ( )Ixx −w は節点 I を含む影響領

域 I
SΩ 内における重み関数である．本解析において影響領

域にFig.1のような円を用いている．Nは ( ) 0I ≠− xxw と

なる影響領域内に含まれる節点の個数を表す． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1 Support domains which are related to the points of 
interest. 
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重み関数としては，4 次のスプライン関数を用いている． 
式(4)の停留値から次の関係が得られる． 

( ) ( ) ( )uxBxaxΑ ˆ=  (7) 

ここで ( )xA ， ( )xB は以下のように表される． 

( ) ( ) ( )∑
=

=
N

1I
I

T
II xpxpxA w  (8) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]NN2211 ,,, xpxpxpxB www …=  (9) 

式(9)を ( )xa について解くと，以下で表す近似関数が得ら

れる． 

( ) ( )∑
=

=
N

1I

IIh ûxxu φ  (10) 

以上の式から得られた，以下の式が本 MLPG 法で用いる

内挿関数となる． 

( ) ( )[ ]
JI

m

1J

1
J

I )()( ∑
=

−= xBxAxx pφ  (11) 

 
2. 2 MLPG 法熱弾塑性解析理論の定式化 
本節においては，本研究において開発した，熱弾塑性

MLPG 法理論の概要について示す． 
時刻 tにおける解析対象の全体領域Ω，境界をΓとし

たとき応力の釣り合い方程式および境界条件は 
Ω=+++ in0t

,,
t

jjjijjij dbbdσσ  (12) 

u
tt onΓ+=+ iiii ududuu  (13) 

t
tt on Γ+=+ iiii tdtdtt  (14) 

ここで， ijσ は応力テンソル， jb は体積力， uΓ は基本境

界条件を与える境界面であり， iu は節点 i の変位， tΓ は

自然境界条件を与える境界面である．また， it は以下で

示すような境界面の法線方向の応力である． 

jijijiji nddtnt σσ == ,t  (15) 

式(12)に対して，重み付残差法を用いて弱形式化する．ま

た，ペナルティー法により基本境界条件を付与すると評

価点近傍の積分領域 SΩ において式(16)となる． 

( )
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d

tt

t
,,

t

=Γ−−+

+Ω+++

∫
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Γ
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iv は重み関数(test function)，α はペナルティー係数を表

し 1>>α である．次に式(16)に対して，次の関係式を用

いる． 
jiijjijijijij vvv ,,,, )( σσσ −=  (17) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(17)と自然境界条件を式(16)に適用すると 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0dd

ddd
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,,,
ttt

=Γ−−++Ω++
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∫∫
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本研究において test function にヘビサイド関数を用いる． 

⎩
⎨
⎧

Ω∉
Ω∈

=
S

S

xat
xat

xv
0
1

)(  (21) 

SΩ 内において，ヘビサイド関数は一定なので， 0, =jiv
となる．これを式(20)に適用し，式(15)を用いると 

( )

( ) ( ) Γ−Γ−Γ++Ω+−

Γ+−=Γ+Γ

∫∫∫∫

∫∫∫

ΓΓΩ

ΓΓ
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i
L
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iii
L
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tttt

t

ασα
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(22) 

ここで，式(22)を行列・ベクトル形式に書き直す． 

Γ−Γ−Γ+Ω−

Γ−=Γ+Γ

∫∫∫∫

∫∫∫

ΓΓ

+

Ω

+

Γ

+

Γ

suSsus

stsuS

dddd

ddddd

L

L

uσnub

tuσn

ttdttdtt

dtt

αα

α
 (24) 

熱弾塑性解析理論は材料の温度依存性と非線形性を考慮

するために，増分型の構成式を用いる．本研究において

は，金属の溶接問題を取り扱うので，降伏条件に Von 
Mises の降伏条件を用いた．また，塑性ひずみ増分は，降

伏関数の応力成分の微係数に比例する流れ理論による． 
dTdd gεDσ −=  (25) 

ただし， εd は全ひずみ増分，dT は温度増分を表し，D
とgは弾性域において 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

−
σDaDgDD

1epe 1,
EdT

dE  (26) 

塑性域においては以下のものを用いる． 

SH
EdT

dE /21, eT
Y

1epp φDσDaDgDD σ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

−  (27) 

変位増分ベクトルはMLSにより得られる内挿関数を用い

て以下のように表される． 
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式(24)に式(25)を代入する．また，式(28)の関係を用いて， 

∫∫∫∫∫
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τ は収束計算により，残差力が十分に小さいときの値で

ある． 
210

1
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J
IJ dddd fffuK ++=∑
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ただし， 
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Fig.2 Schematic illustration of MLPG method 
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3.MLPG 法による溶接変形・残留応力解析 

3.1 解析モデル 
Fig.3 に本章に用いた解析モデルを示す．板厚方向に平

面応力状態を仮定し，境界条件については図に示した通

りで，対称線上の全節点の y 方向変位を拘束および A 点

に x 方向変位を一点拘束する．今回用いたモデルに対す

る節点分布として，節点数は 861 で，板長方向に 41 点，

板幅方向に 21 点で均一な節点分布となっている． 
溶接条件は，入熱量 105[J/mm]，溶接線速度 v=5[mm/s]，

熱効率 0.7 とし，平板表面における熱伝達の影響を考慮す

る．また，Fig.4 に材料定数の温度依存性を示す． 

3.2MLS 影響領域の最適値検証 

Fig.5 に示す，MLPG 特有のパラメータである影響領域

半径(Support size 以下 SS)と積分領域半径(Test function 
size 以下 TS)がある．ｄは節点間の距離を表す．SS の大

きさが異なると，各積分領域において得られる内挿関数

の性質が異なるため，積分精度に大きく影響を与える． 
TS は，その大きさが小さすぎると，Collocation method

のような強形式で解析することに近い状態になることが

知られている 4）．これは領域というより点で解析する状

態に近くなるためである．本解析においては，節点間の

距離 d は均一な節点分布のため一定で TS は 0.6d 付近の

値を用いて解析を行っている．以上の条件のもとで，内

挿関数作成に用いる基底ベクトルの 1 次基底(MONO)お
よび 2 次基底(POLY)それぞれについて，SS と Fig.6 に示

すような，横収縮，平均縦収縮について，FEM による解

析結果と比較・検討を行った結果を Fig.7 に，残留応力分

布について，その結果を Fig.8 に示す． 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
横収縮については，SS の大きさにかかわらず，FEM によ

る解析結果と良好に一致することが確認できた．一方で，

縦収縮は SS の大きさが小さい範囲においては，FEM に

よる解析結果と比べてずれがある．しかし，SS が 2.1d 以

上の値を用いるとき，FEM 解析結果とほぼ完全に一致す

ることが確認できる．溶接線近傍における溶接線方向の

残留応力 xσ は，MLPG，FEM ともに降伏応力に近い値と

なっており，SS の大きさにかかわらず，良好に一致して

いることが確認できる． yσ についても FEM 解析結果と

非常に合っていることがわかる．以上結果から，本提案

手法を用いて，解析を行うとき，溶接変形，残留応力が

共に，FEM 解析結果と良好に一致するのは，SS が 2.1d
以上を用いた場合である． 

3.3 入熱量の影響 

本節では 3.2 節において，FEM 解析と良好に一致した

MLPG パラメータ SS=2.1～2.3d を用いて，各種溶接条件

における解析結果の検証を行う． 
溶接線速度 3[mm/s]で一定とし，単位長さの溶接線に与

えられる入熱量 98[J/mm]， 140[J/mm]， 168[J/mm]，
210[J/mm]，280[J/mm]のそれぞれについて解析を行い，横

収縮，平均縦収縮を求め，FEM による解析結果と精度比

較を行った．また，溶接線方向残留応力について，入熱

量280[J/mm]のときの分布を示している．Fig.9，Fig.10に，

それぞれの結果を示す． 
入熱量が大きくなるにつれて，溶接変形が大きくなる

ので，一般に解析は難しくなるが，Fig.9 からわかるよう

に，2 次基底を用いた解析においては，FEM による解析

結果と良好に一致していることがわかる．一方，1 次基底

関数を用いた解析結果に関しては，横収縮量については

定性的にも定量的にも良好に一致している．しかし，縦 
 

Fig.4 Temperature dependent material property 
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Fig.3 Bead on plate model 
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Fig.9 Influence of heat inputs on welding deformation 
(a)Stress distribution xσ  (b) Stress distribution yσ

Fig.8 Residual stress distributions on welding line 
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Fig.6 Two types of in-plate deformation mode 

Fig.5 Geometrical Parameters of MLPG 
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収縮に関して，入熱量の増大と共に増加する傾向は両者 
で一致するがやや大きめな値となっている．残留応力分

布については，Fig.10 から，2 次基底を用いた解析におい

ては，FEM 解析結果と良好に一致している．一方で，1
次基底による解析で x=125[mm]付近の y 方向応力の分布

がやや小さく表れているが，その分布傾向は一致してい

る．また，x 方向応力，せん断応力については FEM 解析

結果と良好に一致していることがわかる． 
次に，MLPG 法による解析が解析領域全体においても

十分な解析が行えていることを示すために，解析領域全

体のコンター図を示す．Fig.11 は x 方向応力分布図，Fig.12
は，y 方向変位を示している．FEM 解析と MLPG 法によ

る解析結果を比較すると，変位，応力共に，両者の分布

形状および，定量的な分布についても，ほぼ一致してい

ることが確認できる． 

3.4 溶接速度の影響 

本節においても3.3節と同様に，SS=2.1～2.3dを用いて，

次の溶接条件において解析を行う．入熱量 Q=126[J/mm]
で一定のもとで，溶接速度 v=3,7,10,13[mm/s]のときの溶

接変形・残留応力について評価を行う．溶接速度が速く

なるほど，トーチの通過時間が短くなるので，熱伝導し

にくくなり，温度増分が大きく解析が難しくなる．Fig.12
には，横収縮および，溶接速度 13[mm/s]のときにおける

残留応力分布を示している． 
横収縮に関して，Fig.12 からわかるように，2 次基定関

数を用いた解析において，横収縮は，溶接速度の速さに

かかわらず，FEM 解析の結果と良好に一致していること 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
がわかる．一方で，1 次基底関数に関しては，v=13[mm/s]
のときにおける横収縮の解析結果が他の解析結果よりず

れが大きい，しかし，他の溶接速度においては，定量的

に，ほぼ一致している．残留応力分布については，1 次基

底，2 次基底共に，溶接始端部，および終端部においても

FEM 解析結果と良好に一致していることが確認できる． 
 

4.結言 
本研究において，新たに，MLPG 法による熱弾塑性解

析法の開発を行い，基本的な溶接継手問題に適用し，FEM
解析結果と比較して以下の知見を得た． 
1) 本提案手法を用いることにより，溶接変形，残留応

力の解析を実用上十分な精度で解析することが可能

であることを確認した． 
2) MLPG 法による解析において，重要なパラメータの

一つである，影響領域 SS について最適値を求めた結

果，本解析条件においては，2.1d 以上を用いるとき

FEM 解析と良好に一致することを確認した． 
3) 入熱量や溶接速度といった溶接条件の違いにかかわ

らず，最適な影響領域 SS，および，MLS 基定関数を

用いることにより，FEM 解析とほぼ同等の結果を得

ることができることを確認した． 
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Fig.11 The accuracy of stress distribution xσ  

Fig.12 The accuracy of deformation distribution in y direction
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Fig.12 Transverse shrinkage in case of influence of welding speeds

Fig.13 Residual stress distributions in case of influence of welding 
speed on welding line 
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